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अिभयांित्रक� िश�ा में अित-स�ूम िव�ेषण 
बृहदीश शंकरनारायणन

अ�भयां�त्रक� का प्रत्येक �वद्याथ� अपने अध्ययनकाल के �कसी न 
�कसी चरण म� ऐसा कायर् अवश्य करता है, िजसे उसका ग�णतीय 
�वश्लेषण पढ़ाने वाला प्राध्यापक थोड़ा-बहुत ग�णतीय दृिष्ट स े
अनु�चत कह सकता है। उदाहरण के �लए, जब उस े dy/dx=xy 
जैसा पथृक्करणीय अवकल समीकरण �मलता है, तो वह सहज 
रूप स ेचर� को अलग कर देता है, dy/y=x dx �फर दोन� प�� का 
समाकलन करके सह� उ�र प्राप्त कर लेता है। इसी प्रकार, जब 
वह संयुक्त फलन h(x)=g(f(x)) का अवकलन करने के �लए श्रृंखला 
�नयम का उपयोग करता है, तो वह इसे ऐस े �लखता है मानो 
dh/dx=(dg/df)(df/dx) और केवल "df" पद� को �नरस्त करके 
प�रणाम प्राप्त कर लेता है। ग�णत क� औपचा�रक क�ा म� �श�क 
यह स्पष्ट करते ह� �क ये केवल स्मरण-सहायक युिक्तयाँ 
(Mnemonic) ह�। वास्तव म�, इन �व�धय� का ग�णतीय औ�चत्य 
सीमा (Limit) क� अवधारणा को ε-δ तक� के माध्यम स े
औपचा�रक रूप देने पर आधा�रत है, तथा dy और dx जैस े
अवकल केवल सु�वधाजनक सांके�तक �नरूपण ह�; उनका कोई 
स्वतंत्र ग�णतीय अिस्तत्व नह�ं माना जाता। 

�कन्तु य�द यह �व�ध हर बार सह� उ�र ह� देती है, तो क्या यह 
केवल एक स्मरण सहायक युिक्त भर है? इस प्रश्न का उ�र हाँ 
म� है। सन ्1960 के दशक म� अब्राहम रॉ�बन्सन ने अपने अ 
िद्वतीय शोधकायर् के माध्यम स ेयह �सद्ध �कया और गैर-मानक 
�वश्लेषण (Nonstandard Analysis) नामक ग�णतीय �सद्धांत क� 
आधार�शला रखी। 
अ�त-सू�म रा�शय� का स�ं�प्त इ�तहास 
सत्रहवीं शताब्द� म� जब आइज़ैक न्यूटन और गॉटफ़्र�ड �वल्हेम 
लाइब�नज़ ने स्वतंत्र रूप स े कलन (Calculus) का प्र�तपादन 
�कया, तब दोन� ने अ�त-सू�म रा�शय� (In�initesimals) का 
�नबार्ध रूप से उपयोग �कया। ये ऐसी रा�शयाँ मानी ग�, िजनका 
प�रमाण प्रत्येक धनात्मक वास्त�वक सखं्या से भी छोटा होता है, 
�कंत ुवे शून्य नह�ं होतीं। �नस्संदेह, दोन� म� स ेकोई भी यह पूर� 
तरह संतोषजनक ढंग से स्पष्ट नह�ं कर सका �क वास्तव म� 
अ�त-सू�म रा�श क्या है। �फर भी, वास्त�वक ससंार का वणर्न 
करने म� इस अवधारणा क� प्रभावशीलता ह� उसके प� म� सबस े
बड़ा प्रमाण थी। कलन सफलतापूवर्क कायर् करता था और सह� 
प�रणाम प्रदान करता था। �लयोनहाडर् ऑयलर जैस े महान 
ग�णत�� के हाथ� म� यह �वषय अगल ेएक शताब्द� के दौरान 
तीव्र ग�त स े�वक�सत हुआ और ग�णत के अनेक नए आयाम 
सामने आए। 

 
Figure 1. Abraham Robinson (c. 1970) 

�फर भी, इस �सद्धांत से जुड़े मलूभतू प्रश्न पूर� तरह समाप्त 
नह�ं हुए। सबसे प्र�सद्ध आलोचना एंग्लो-आय�रश दाशर्�नक तथा 
क्लोइन के �बशप जॉजर् बकर् ले ने क�। उन्ह�ने सन ् 1734 म� 
प्रका�शत अपनी प्र�सद्ध पुस्तक द एना�लस्ट [1] म� कलन क� 
आधारभूत अवधारणाओं क� तीखी आलोचना क�। बकर् ले ने अ�त-
सू�म रा�शय� को "लुप्त हो चुक� रा�शय� के भतू" (the ghosts 
of departed quantities) क� स�ंा द�। उनका तकर्  था �क 
ग�णत� �कसी गणना म� dx जैसी रा�श का उपयोग एक अशून्य 
रा�श के रूप म� करता है, �कंत ुगणना के अंत म� उसे ऐस ेत्याग 
देता है मानो वह शनू्य हो। प्रश्न यह है �क इस प्र�क्रया का 
ग�णतीय औ�चत्य क्या है? 

   

Figure 2. Bishop George Berkeley2  

Figure 3. Frontispiece of The Analyst3 

बकर् ले क� इस आप�� का सतंोषजनक उ�र देने म� ग�णत को 
लगभग डेढ़ शताब्द� का समय लगा। उन्नीसवीं शताब्द� म� 
ऑगिस्टन लुई कॉशी और कालर् वाइयरस्ट्रास ने एिप्सलॉन डेल्टा 
(ε-δ) �वश्लेषण को औपचा�रक रूप प्रदान �कया। इसके बाद स े
यह� पद्ध�त कलन क� कठोर एवं मानक ग�णतीय आधार�शला 
के रूप म� स्वीकार क� जाती रह� है। 
2John Smibert, Public domain, via Wikimedia Commons 
3George Berkeley, Public domain, via Wikimedia 
Commons 
रॉ�बन्सन का गैर-मानक �वश्लेषण (एन.एस.ए.) 

सन ्1966 म� अब्राहम रॉ�बन्सन ने नॉन-स्ट�डडर् एना�ल�सस  [2] 
नामक अपनी प्र�सद्ध पुस्तक प्रका�शत क�। 

ग�णतीय तकर् शास्त्र, �वशेष रूप स े प्र�तरूप �सद्धांत (Model 
Theory) क� तकनीक� का उपयोग करत े हुए, रॉ�बन्सन ने 
वास्त�वक संख्याओं का एक ऐसा �वस्ता�रत तंत्र कठोर ग�णतीय 
आधार पर �न�मर्त �कया, िजसम� अ�त-सू�म रा�शयाँ वास्त�वक 
ग�णतीय वस्तुओं के रूप म� �वद्यमान ह�। इस �वस्ता�रत तंत्र म� 
उनक� सभी सहज �वशेषताएँ सुर��त रहती ह� और सत्रहवीं शताब्द� 
के कलन म� प्रयुक्त सभी सं�क्रयाओं को एक स्वाभा�वक ग�णतीय 
आधार प्राप्त हो जाता है।  
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इस �वस्ता�रत संख्या तंत्र को अ�तयथाथर् संख्याएँ (Hyperreal 
Numbers) कहा जाता है, िजस े*R द्वारा �नरू�पत �कया जाता 
है। इसम� सभी सामान्य वास्त�वक सखं्याएँ सिम्म�लत होती ह�, 
साथ ह� दो नई प्रकार क� रा�शयाँ भी होती ह�।  

पहल� ह� अ�त-सू�म रा�शयाँ ऐसी धनात्मक संख्याएँ, जो प्रत्येक 
धनात्मक वास्त�वक संख्या स े भी छोट� होती ह�, तथा उनके 
ऋणात्मक समक�। य�द  एक धनात्मक अ�त-सू�म रा�श है, तो 
प्रत्येक प्राकृ�तक संख्या n के �लए ε <1/n सत्य होता है। दसूर� 
ह� अनन्त अ�तयथाथर् संख्याएँ (Unlimited Hyperreals)। ये अ�त-
सू�म रा�शय� के व्युत्क्रम (Reciprocal) होती ह� और प्रत्येक 
वास्त�वक संख्या स ेबड़ी होती ह�। 

प्रत्येक सी�मत अ�तयथाथर् संख्या x का एक अिद्वतीय मानक भाग 
(Standard Part) होता है, िजस े st (x) द्वारा �नरू�पत �कया 
जाता है। यह वह अिद्वतीय वास्त�वक संख्या है, िजसस ेx अ�त-
सू�म दरू� पर िस्थत होता है। उदाहरण के �लए, य�द ε एक अ�त-
सू�म रा�श है, तो st(3+ ε)=3 होगा।  

मानक भाग �वस्ता�रत संख्या तंत्र और सामान्य वास्त�वक 
संख्याओं के बीच एक सतेु का कायर् करता है। 

इसी मानक भाग संकारक (Standard Part Operator) के कारण 
गणना के अंत म� अ�त-सू�म भाग को छोड़ देने क� प्र�क्रया का 
ग�णतीय औ�चत्य �सद्ध होता है ठ�क वह� प्र�क्रया, िजसक� 
आलोचना जॉजर् बकर् ले ने लगभग तीन शताब्द� पहले क� थी।  

 
Figure 4. Schematic of the hyperreal line showing the 
limited and unlimited hyperreals, as well as the 
in�initesimals and the halo of hyperreals in�initely close 
to . 
*R का एक अत्यंत महत्वपूणर् गणु, जो इस संपूणर् �सद्धांत को 
औ�चत्य प्रदान करता है, स्थानांतरण �सद्धांत (Transfer 
Principle) है। सामान्य रूप से, यह �सद्धांत सु�निश्चत करता है 
�क साधारण वास्त�वक संख्याओं (Real Numbers) के �लए सत्य 
प्रत्येक प्रथम क्रम ग�णतीय कथन अ�तयथाथर् सखं्याओं के �लए 
भी सत्य बना रहता है। 
अ�तयथाथर् संख्याएँ एक क्रमबद्ध �ेत्र (Ordered Field) का 
�नमार्ण करती ह�। प्रत्येक शनू्येतर (Nonzero) अ�तयथाथर् संख्या 
का एक व्युत्क्रम (Reciprocal) होता है। स्थानांत�रत 
(Transferred) साइन फलन भी �नम्न�ल�खत सवर्स�मका को 
संतुष्ट करता है: sin2x+cos2x=1। इसी प्रकार अन्य सभी उपयुक्त 
गुण भी स्थानांत�रत होत े ह�। स्थानांतरण �सद्धांत ह� यह 
सु�निश्चत करता है �क अ�त-सू�म रा�शय� (In�initesimals) के 
साथ क� जाने वाल� गणनाएँ कभी भी भ्रामक या गलत �नष्कष� 
क� ओर नह�ं ल ेजातीं।  
तीन उदाहरण 
अब म� स्नातक स्तर क� क�ा स े �लए गए तीन उदाहरण� के 
माध्यम से यह प्रद�शर्त करँूगा �क व्यवहार म� गैर-मानक �वश्लेषण 

(Nonstandard Analysis) कैसा �दखाई देता है। ये उदाहरण इसक� 
सहज प्रकृ�त तथा �श�ण संबंधी सभंावनाओं को स्पष्ट रूप स े
उजागर करते ह�। 
x2 का अवकलज (Derivative)। मानक (Standard) पद्ध�त म� 
इस अवकलज क� गणना करने के �लए कई सावधानीपूवर्क चरण� 
का पालन करना पड़ता है। सबस ेपहल ेअंतर भागफल (Difference 
Quotient) (f(x+h) f(x))/h पर �वचार �कया जाता है। इसके बाद 
यह �सद्ध �कया जाता है �क जब h→0 होता है, तब इस भागफल 
क� सीमा (Limit) अिस्तत्व म� होती है, तथा यह सीमा 2x के 
बराबर होती है। यह तकर्  यद्य�प सावधानीपूवर्क और ग�णतीय 
दृिष्ट स ेकठोर (Rigorous) है, �फर भी यह कुछ हद तक ज�टल 
और कम सहज प्रतीत होता है। िवद्यािथर्यों को एक ह� समय म� 
अंतर भागफल पर बीजग�णतीय (Algebraic) सं�क्रयाएँ करनी 
पड़ती ह� तथा साथ ह� सीमा (Limiting Process) क� अवधारणा 
पर भी तकर्  करना पड़ता है। 
अ�तयथाथर् (Hyperreal) कलन म� यह संपूणर् गणना केवल एक 
बीजग�णतीय हेरफेर (Algebraic Manipulation) तक सी�मत हो 
जाती है। मान ल�िजए �क ε एक शून्येतर अ�त-सू�म (Nonzero 
In�initesimal) संख्या है। तब:  

 
�बदं ु x पर  x2 का अवकलज (Derivative) अब, प�रभाषा के 
अनुसार, इस रा�श के मानक भाग (Standard Part) के रूप म� 
प्राप्त होता है:  st(2x+ ε) =2x. 
ध्यान द� �क इस गणना ने क्या �कया है। इसने उन दो वैचा�रक 
रूप से �भन्न चरण� को स्पष्ट रूप स ेअलग कर �दया है, िजन्ह� 
मानक (Standard) पद्ध�त का तकर्  एक-दसूरे से उलझा देता है। 
पहला चरण अंतर भागफल (Difference Quotient) को सरल 
बनाने क� बीजग�णतीय प्र�क्रया है, जब�क दसूरा चरण यह 
�नधार्�रत करने क� �वश्लेषणात्मक प्र�क्रया है �क जब वदृ्�ध 
(Increment) क्रमशः घटती हुई अ�त-सू�म हो जाती है, तब अंतर 
भागफल का क्या स्वरूप होता है। गैर-मानक (Nonstandard) 
उपागम म� पहले अ�तयथाथर् (Hyperreal) व्यंजक पर केवल 
बीजग�णतीय सं�क्रयाएँ क� जाती ह� और अंत म� उसका मानक 
भाग (Standard Part) �लया जाता है। इस पद्ध�त का प्रमुख 
शै��णक लाभ (Pedagogical Bene�it) यह है �क �वद्याथ� स्पष्ट 
रूप से समझ पाते ह� �क कलन (Calculus) वास्तव म� �कस प्रश्न 
का उ�र खोजता है-अथार्त,् जब वदृ्�ध (Increment) अ�त-सू�म 
(In�initesimal) हो जाती है, तब अंतर भागफल (Difference 
Quotient) �कस रूप म� प�रव�त र्त होता है?-और यह मूल प्रश्न 
सीमा (Limit) क� औपचा�रक प्र�क्रया क� ज�टलताओं के कारण 
अस्पष्ट नह�ं होता। 
सातत्य (Continuity) 

दसूरा उदाहरण सातत्य (Continuity) क� प�रभाषा से संबं�धत है। 
मानक पाठ्यपुस्तक� म� इसक� प�रभाषा इस प्रकार द� जाती है: 

य�द प्रत्येक ε>0, के �लए कोई  δ>0 ऐसा अिस्तत्व म� हो �क |x-
a|<δ होने पर  |f(x)-f(a)| < ε हो, तो फलन f, �बदं ुa पर सतत 
(Continuous) कहलाता है।  
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इस प�रभाषा ने पी�ढ़य� से िवद्यािथर्यों को उलझन म� डाला है। 
उनके �लए क्र�मक रूप स े प्रयुक्त प�रमाणक (Alternating 
Quanti�iers) जो स्वाभा�वक रूप स े ज�टल प्रतीत होत े ह� - 
�व�भन्न रा�शय� के उलझ ेहुए जाल के समान बन जाते ह�, िजसके 
प�रणामस्वरूप सातत्य (Continuity) क� अवधारणा को स्पष्ट रूप 
से समझाने के बजाय यह प�रभाषा उसक� व्याख्यात्मक �मता 
को कम कर देती है।  

गैर-मानक (Nonstandard) प�रभाषा इस प्रकार है: कोई फलन 
f,  �बदं ु a पर सतत (Continuous) तब और केवल तब कहलाता 
है, जब प्रत्येक अ�त-सू�म (In�initesimal) संख्या ε के 
�लए  st(f(a+ε))=f(a) हो।  

साधारण भाषा म� इसका अथर् है: य�द इनपुट (Input) को अ�त-
सू�म मात्रा से प�रव�तर्त �कया जाए, तो आउटपुट (Output) म� 
भी अ�धकतम अ�त-सू�म मात्रा का ह� प�रवतर्न होगा।  

वास्तव म�, यह� वह सहज बोध (Intuition) है जो प्रत्येक अ�भयंता 
(Engineer) और भौ�तक �व�ानी (Physicist) लंबे समय स े
सातत्य (Continuity) के बारे म� रखत े आए ह�। गैर-मानक 
�वश्लेषण म� यह� सहज प�रभाषा अब औपचा�रक (Formal) 
प�रभाषा का रूप ले लेती है।  

समान सातत्य (Uniform Continuity) क� अवधारणा के संदभर् म� 
इस पद्ध�त का शै��णक लाभ (Pedagogical Advantage) और 
भी अ�धक स्पष्ट हो जाता है। मानक (Standard) पद्ध�त म�, 
समान सातत्य सामान्य सातत्य (Ordinary Continuity) स ेकेवल 
इस बात म� �भन्न होता है �क प�रमाणक� (Quanti�iers) का क्रम 
बदल जाता है—अथार्त ्प्रत्येक ε के �लए एक ऐसा δ अिस्तत्व म� 
होता है, जो प�रभा�षत �ेत्र (Domain) के सभी �बदंओंु के �लए 
समान रूप स ेकायर् करता है। यह अंतर िवद्यािथर्यों को समझाना 
अत्यंत सू�म और प्रायः क�ठन माना जाता है।  

इसके �वपर�त, गैर-मानक (Nonstandard) पद्ध�त म� कोई फलन 
f, अंतराल I  पर समान रूप स ेसतत (Uniformly Continuous) 
तब कहलाता है, जब वह� संबंध st(f(x+n))=f(x) अंतराल I के 
अ�तयथाथर् �वस्तार  *I के प्रत्येक अ�तयथाथर् (Hyperreal) �बदं ु
के �लए सत्य हो। इस प्रकार, प�रमाणक� के क्रम म� होने वाल े
प�रवतर्न (Quanti�ier Shift) का स्थान अब ज्या�मतीय प�रवतर्न 
(Geometric Shift) ल ेलतेा है। अथार्त,् �कसी वास्त�वक फलन 
क� समान सातत्य क� जाँच उसी सातत्य मानदंड (Continuity 
Criterion) स ेक� जाती है, �कंतु अब इस ेअ�धक सू�म (Finer) 
�बदंओंु के समुच्चय पर परखा जाता है।  
श्रृंखला �नयम (Chain Rule) 
तीसरा उदाहरण श्रृंखला �नयम (Chain Rule) स ेसंबं�धत है, और 
संभवतः यह अ�भयंताओं (Engineers) क� सहज समझ 
(Intuition) का सबस ेप्रभावशाल� समथर्न प्रस्ततु करता है। य�द 
z, y का एक अवकलनीय (Differentiable) फलन है तथा y, x 
का एक अवकलनीय फलन है, तब…  

 
लाइब�नज़ (Leibniz) क� संकेतन-पद्ध�त (Notation) क� 
�वल�णता इस तथ्य म� �न�हत है �क यह सवर्स�मका (Identity) 
दाएँ प� पर उपिस्थत dy को "�नरस्त (Cancel)" कर देने का 

एक स्वाभा�वक प�रणाम प्रतीत होती है। �कंत ुमानक (Standard) 
ग�णतीय ढाँचे म� ऐसा �नरस्तीकरण �बल्कुल भी अनुमत नह�ं है, 
क्य��क dy/dx वास्तव म� कोई अनुपात (Ratio) नह�ं है। यह केवल 
अवकलज (Derivative) को �नरू�पत करने वाला एक संकेतनात्मक 
सं�ेप (Notational Shorthand) मात्र है। 

फलस्वरूप, इसके प्रमाण के �लए एक सू�म एवं सावधानीपूवर्क 
तकर्  क� आवश्यकता होती है, िजसम� ऐसा आकलन (Estimate) 
�न�मर्त �कया जाता है, जो वह� प�रणाम प्रदान करे, जैसा �क dy 
को �नरस्त करने स ेप्राप्त होता। इस कारण अनेक प्रारं�भक कलन 
(Calculus) पाठ्यक्रम इस प्रमाण को अत्य�धक ज�टल एवं 
तकनीक� (Fiddly) मानकर प्रायः छोड़ देत ेह�। 

इसके �वपर�त, गैर-मानक (Nonstandard) ढाँचे म� यह 
�नरस्तीकरण वास्तव म� वैध होता है। यहाँ dz, dy और dx सभी 
वास्त�वक अ�त-सू�म (Actual In�initesimal) रा�शयाँ ह�, अथार्त ्
वे वदृ्�धयाँ (Increments) जो तब उत्पन्न होती ह�, जब x को 
एक अ�त-सू�म रा�श dx से प�रव�त र्त �कया जाता है। 

इस प्रकार, श्रृंखला �नयम (Chain Rule) केवल इन अ�त-सू�म 
�भन्न� (In�initesimal Fractions) के साधारण अंकग�णतीय 
संचालन (Arithmetic) का प�रणाम बन जाता है, जो प्रत्य� 
बीजग�णतीय (Direct Algebraic) स�ंक्रयाओं के माध्यम स ेमानक 
भाग (Standard Part) तक पूणर्तः वैध होता है। 

अथार्त,् िजस युिक्त (Mnemonic) को िवद्यािथर्यों से यह कहकर 
स्वीकार करने को कहा जाता है �क वह "केवल एक संकेतन (Just 
Notation)" है, वह� रॉ�बन्सन (Robinson) के गैर-मानक �वश्लेषण 
म� स्वयं प्रमाण (Proof) का रूप धारण कर लेती है। 

पाठ्यक्रम म� अ�त-सू�म रा�शयाँ (In�initesimals in the 
Curriculum)? 

स्वाभा�वक रूप स ेएक प्रश्न उठता है। य�द गैर-मानक �वश्लेषण 
(Nonstandard Analysis, NSA) अ�धक स्पष्ट प�रभाषाएँ, सरल 
प्रमाण तथा सहज बोध (Intuition) के साथ बेहतर सामंजस्य 
प्रदान करता है, तो �फर इस ेकलन (Calculus) के अध्यापन क� 
मानक (Standard) पद्ध�त के रूप म� क्य� नह�ं अपनाया गया? 

वास्तव म�, रॉ�बन्सन (Robinson) के कायर् के प्रकाशन के बाद 
अनेक ग�णत�� तथा ग�णत �श�क� ने यह अनुभव �कया �क 
गैर-मानक �वश्लेषण (NSA) कलन के �श�ण के �लए उल्लेखनीय 
लाभ प्रदान करता है। 
सन ्1976 म� ह� तकर् शास्त्री (Logician) एच. जेरोम क�सलर (H. 
Jerome Keisler) ने Elementary Calculus: An In�initesimal 
Approach नामक एक संपूणर् कलन (Calculus) क� पाठ्यपुस्तक 
प्रका�शत क�, जो पूणर्तः गैर-मानक �वश्लेषण (Nonstandard 
Analysis) पर आधा�रत थी। यह पुस्तक ग�णतीय दृिष्ट स ेकठोर 
(Rigorous), सावधानीपूवर्क �लखी गई तथा अत्यंत सुगम और 
पठनीय है। सन ्2002 स ेक�सलर ने इस पुस्तक को �नःशुल्क 
ऑनलाइन उपलब्ध कराया है। इस े�वश्वभर के अनेक पाठ्यक्रम� 
म� उपयोग �कया गया है, और उपलब्ध अनुभव� के अनुसार यह 
शै��णक (Pedagogical) दृिष्ट स ेअत्यंत सफल �सद्ध हुई है। 
�फर भी, इसके बावजूद यह �श�ण पद्ध�त अ�धकांश श�ै�णक 
पाठ्यक्रम� (Curricula) म� व्यापक रूप से स्वीकार नह�ं क� जा 
सक� है। 
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.Figure 5. Cover of Keisler’s Elementary Calculus: An 
In�initesimal Approach.4 

4H. Jerome Keisler, CC BY-NC-SA 3.0, 
https://people.math.wisc.edu/~hkeisler/calc.html 

गैर-मानक �वश्लेषण (Nonstandard Analysis, NSA) को 
अपे�ाकृत सी�मत स्वीकृ�त �मलने के पीछे कई कारण ह�। 

प्रथम, प�रमेय संख्याओं (Rational Numbers) स े वास्त�वक 
संख्याओं (Real Numbers) का �नमार्ण डेड�ेकंड कट (Dedekind 
Cuts) अथवा कॉशी अनुक्रम� (Cauchy Sequences) के माध्यम 
से करना एक मानक प्र�क्रया है, िजससे प्रत्येक ग�णत� प�र�चत 
होता है और िजस ेएक प�रश्रमी स्नातक �वद्याथ� भी न्यूनतम 
मागर्दशर्न के साथ समझ सकता है। इसके �वपर�त, अ�तयथाथर् 
संख्याओं (Hyperreal Numbers) का �नमार्ण अल्ट्रा�फल्टर 
(Ultra�ilters) के माध्यम से �कया जाता है, िजसके �लए कह�ं 
अ�धक उन्नत तकर् शास्त्रीय (Logical) आधार और ग�णतीय 
उपकरण� क� आवश्यकता होती है। इस�लए, य�द कोई अध्यापक 
स्वयं इस �नमार्ण-प्र�क्रया स ेसंबं�धत प्रश्न� का संतोषजनक उ�र 
देने के �लए पयार्प्त रूप से तैयार न हो, तो उसके �लए िवद्यािथर्यों 
को अ�तयथाथर् संख्याओं के प्रयोग का व्यविस्थत एवं 
सावधानीपूवर्क मागर्दशर्न देना क�ठन हो जाता है। 

द्�वतीय, जब अब्राहम रॉ�बन्सन (Abraham Robinson) का कायर् 
1960 के दशक म� प्रका�शत हुआ, तब तक ε–δ औपचा�रकता (ε–
δ Formalism) लगभग एक शताब्द� स े"कठोर कलन (Rigorous 
Calculus)" का मानक आधार बन चुक� थी। पाठ्यपुस्तक� , 
पर��ाएँ, पाठ्यक्रम तथा स्वयं प्राध्यापक� का प्र�श�ण सभी इसी 
सीमा (Limit) क� प�रभाषा पर आधा�रत थे। ऐसी िस्थ�त म� 
पाठ्यक्रम म� प�रवतर्न करना कहना िजतना सरल है, व्यवहार म� 
उतना ह� क�ठन है, �वशेषकर तब जब नई पद्ध�त स ेप्राप्त लाभ� 
को क्रां�तकार� (Transformative) के बजाय केवल सी�मत 
(Marginal) माना जाता हो। 
उदाहरण के �लए, गैर-मानक �वश्लेषण (NSA) अपने आप म� ऐस े
कोई नए प्रमेय �सद्ध नह�ं करता िजन्ह� मानक ग�णतीय पद्ध�त 
(Standard Framework) �सद्ध करने म� �सद्धांततः असमथर् हो। 
कम से कम सदै्धां�तक दृिष्ट से, मानक �वश्लेषण भी उन्ह�ं प्रमये� 
को �सद्ध करने म� स�म है। 

ततृीय, यह एक रोचक िस्थ�त है �क अ�भयंता (Engineers) और 
भौ�तक �व�ानी (Physicists), जो अपने दै�नक काय� म� अ�त-
सू�म रा�शय� (In�initesimals) क� भाषा का �नय�मत रूप स े
उपयोग करते ह�, प्रायः �कसी कठोर ग�णतीय आधार (Rigorous 
Framework) चाहे वह  ε–δ औपचा�रकता हो या गैर-मानक 
�वश्लेषण (Nonstandard Analysis, NSA) क� आवश्यकता 
अनुभव नह�ं करत।े 
इसी प्रकार, वे ग�णत� िजनक� प्र�तरूप �सद्धांत (Model 
Theory) पर आधा�रत नींव� (Foundations) म� �वशेष रु�च नह�ं 
होती, सामान्यतः अपनी �वश्लेषणात्मक अंतदृर्िष्टय� (Analytic 
Intuitions) को व्यक्त करने के �लए कोई नई ग�णतीय भाषा 
सीखने के इच्छुक नह�ं होत।े इसका कारण यह है �क ε–δ ढाँचा 
कठोर ग�णतीय प्रमाण (Rigorous Proofs) प्रस्ततु करने के �लए 
पयार्प्त है, चाहे संबं�धत प�रणाम तक पहँुचने क� प्र�क्रया या 
अंतदृर्िष्ट �कसी भी �व�ध से प्राप्त हुई हो। 
आगे क्या? 
इस चचार् का उद्देश्य यह तकर्  देना नह�ं है �क हम� कलन 
(Calculus) के संपूणर् पाठ्यक्रम को पुनः �लख देना चा�हए। मेरा 
उद्देश्य इससे कह�ं अ�धक �वनम्र है। म� केवल यह सझुाव देना 
चाहता हँू �क जो अ�भयां�त्रक� (Engineering) का �वद्याथ� dy 
और dx को साधारण रा�शय� क� भाँ�त प्रयोग करता है, वह 
वास्तव म� कोई ग�णतीय तु्र�ट नह�ं कर रहा होता। यह अ�भयंताओं 
और ग�णत�� दोन� के साथ अन्याय होगा य�द यह कहा जाए 
�क उनक� इन सहज अंतदृर्िष्टय� (Intuitions) को कोई उ�चत 
ग�णतीय अथर् प्रदान नह�ं �कया जा सकता।  कलन अथवा व्यापक 
रूप से ग�णतीय �वश्लेषण जैस ेज्या�मतीय रूप से समदृ्ध �वषय 
के �लए एक ह� पद्ध�त (One-Size-Fits-All Approach) को सभी 
पर लाग ूकरना आवश्यक नह�ं है, �वशेषकर उस ग�णतीय संसार 
म� िजसे रॉ�बन्सन (Robinson) के गैर-मानक �वश्लेषण 
(Nonstandard Analysis, NSA) ने और अ�धक समदृ्ध बनाया 
है।  सभंव है �क जब �कसी �वद्याथ� को यह अनुभव हो �क 
अ�त-सू�म रा�शय� (In�initesimals) पर आधा�रत उसका तकर्  
तथाक�थत "गलत" �व�धय� का उपयोग करने के बावजूद लगातार 
सह� उ�र दे रहा है, तब उसे यह बताया जा सके �क वास्तव म� 
उसके समीप अ�तयथाथर् संख्याओं (Hyperreal Numbers) का 
एक ग�णतीय ससंार �वद्यमान है, जो अन्वेषण क� प्रती�ा कर 
रहा है। और शायद उसी समय �श�क उसके साथ क�सलर 
(Keisler) क� पुस्तक भी खोलकर इस वैकिल्पक दृिष्टकोण का 
प�रचय करा सके। 
लेखक के बारे म े
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